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Forord

Véar ambition med denna studiehandledning &r att den skall guida dig genom boken
Matematik 3000 kurs D/Komvux av Lars-Eric Bjork, Hans Brolin och Roland Munther. Vi
beskriver kortfattat vad kapitlen handlar om och nér det dr dags att skicka in kursens fem
studiearbeten. Viktiga begrepp som du maste forstd ar understrukna. Gor girna en egen liten
ordlista dir du med egna ord skriver ner vad dessa begrepp betyder.

Lycka till med studierna 6nskar matematikldrarna pa Nationellt centrum f6r flexibelt ldrande.



Hur anvander jag kursboken?

e Titta i1innehallsforteckningen och skaffa dig en dverblick 6ver vilka moment
som ingdr 1 kursen. Férutom det som finns i boken ingar det i kursen att gora ett
fordjupningsarbete i matematik. Ta kontakt med din ldrare redan nu for att
bestimma med vad och hur du skall arbeta.

e Lés sedan "Till ldrare och elever” fore innehéllsforteckningen. Dar skriver
forfattarna hur boken ér upplagd och hur de har tankt att boken ska anvéndas.
Som du ser dr 6vningsuppgifterna uppdelade i tre svarighetsnivéer, A, B och C.
For betyget godkint, kan det rdcka med att klara alla A-uppgifter och nigra av
B-uppgifterna. Det finns inga skarpa granser mellan litta, medelsvéra och svéra
uppgifter. Indelningen stdder sig frimst pé antalet tankesteg som behdvs for att
finna losningen ("svaret"). Eftersom “’svarighetsgrad” uppfattas olika av olika
personer sa prova C-uppgifterna oavsett vilka betygsambitioner du har.

e Gor nu en personlig tidsplan for dina studier: Nér tidnker du starta kursen och nér
skall du avsluta kursen. Diaremellan skall du gora inséndningsuppgifterna och
skicka dem till din ldrare. Kom ihag att planera in tid till repetition ocksa.

Sedan &r det dags att ta itu med rdknandet. Da du borjar med ett nytt kapitel i boken
(moment 1 kursen) gor du s hir.

e Léis sammanfattningen i slutet av kapitlet for att f4 en mer konkret bild av vad du
ska kunna nir kapitlet &r klart och tipsen i detta hifte som guidar dig igenom det
som oftast kan upplevas som besvérligt i boken. Varje kapitel innehaller ett antal
fardiglosta exempel i1 bla text. Studera dem noga och hor av dig till din ldrare om du
inte forstar dem.

e Gor uppgifterna som finns i boken. Om du tycker att det &r latta uppgifter och/eller
for mycket likadana uppgifter s gor bara varannan eller var tredje uppgift sa att du
kommer framat. Rikna sedan de 6verhoppade 6vningarna nér du repeterar. Ta
kontakt med din ldarare om du inte forstar hur man kommer fram till det svar som
finns 1 bokens facit

e Efter sammanfattningen finns Blandade 6vningar. Spara med att gora dem tills det
borjar bli dags for examinationen. Nar man repeterar dr det bra att 16sa ndgra nya
uppgifter som man inte sett forut.

De uppgifter som finns under rubriken "Problemldsning" &r bra dvningar. Los ndgra sddana
lite nu och dé under kursens géng.



Problemlosning

Allméngiltig strategi

1. Forsta problemet.

Vad soks?

Vad idr givet?

Verkar problemet rimligt?
Rita en figur om det gar.
Infor 1dmpliga beteckningar.

2. Gor upp en plan.

e Har du sett detta tidigare?

e Har du 16st nagot liknande
forut?

e Kan du dela in i delproblem?

e Kan du 16sa eventuella
delproblem?

e Saknas det fakta?

e Var kan du finna fakta som
saknas?

3. Genomfor planen.
o Kontrollera varje steg.
e Stryk under resultat.

o Fungerar det ej gor du upp en ny plan.

4. Se tillbaka. Glom inte detta steg!

e Ar resultatet rimligt?

o Kan man l6sa problemet pa ett annat
satt?

o Ar resultatet eller metoden anviindbar
1 andra sammanhang?

Exempel

En stor bulle kostar 2 kr mer 4n en liten bulle.
Hur mycket kostar en liten bulle om sju smé
kostar lika mycket som fem stora?

Du skall ta reda pa vad en liten bulle kostar.
Det ar givet att en stor kostar 2 kr mer &n en
liten och att 7 sma bullar kostar lika mycket
som 5 stora.

Problemet verkar rimligt.

Pris for liten bulle: x kr

Pris for stor bulle: y kr

Skriv ut vad som soks:

Sokt: x

Skriv ner de matematiska sambanden mellan
x och y som du kénner:

y=x+2 (1)

7x=5y (2)

Eftersom vi har tva obekanta och tva
ekvationer bor detta ga att 16sa.

Satt in uttrycket for y som finns i ekvation
(1) i ekvation (2).

7x = Sy = 5(x+2)

Tx=5x+10
2x =10
x=5

Planen verkade fungera, vi har rédknat ut att
en liten bulle kostar 5 kr.

Det verkar rimligt att en liten bulle kostar 5
kr. For att vara riktigt séker fortsitter man
sina berdkningar.

Sétt in x =5 i ekvation (1) >y =7

Sétt in x =5 och y = 7 i ekvation (2). ->
7x =35 =5y

Eftersom VL = HL har vi rikna ritt.
Svar: En liten bulle kostar 5 kr.
Metoden ér alltid anvéndbar da man 16ser
linjéra ekvationssystem med tva obekanta.
Det finns fler sétt att 19sa detta problem.




Studieenhet Triangelsatserna

1.1 Fran ratvinkliga till godtyckliga trianglar

Detta avsnitt ger en védlbehovlig repetition av begrepp som ér forknippade med ritvinkliga
trianglar: de trigonometriska funktionerna: fangens for en vinkel (tanv), sinus for en vinkel
(sin v) och cosinus for en vinkel (cosv). Glom inte att repetera Pytagoras sats som alltid &r
aktuell nir det handlar om réitvinkliga trianglar.

Se upp med instillningen av din minirdknare sa att den &r instilld pa rétt vinkelenhet: grader
(360°), nygrader (400°) eller radianer (27 radianer). Det dr frimst matten grader

(Eng. degree) och radianer (”det mest matematiska vinkelmaéttet””) som du kommer att
anvinda.

I denna kurs &r det av storsta vikt att du &r vl fortrogen med vinkelmaéttet radian dd manga
berdkningar av derivator och integraler endast funkar om man méiter/anger vinklar i radianer.
Vinkelmattet radianer tas upp i kapitel 2.2. Du kan ldsa om radianer redan nu men du kan
vinta med att 16sa de uppgifter som finns dér.

Det kan vara besvérligt att avgora hur de grafiska minirdknarna &r instéllda, ty instéllningen
(DEG, RAD) ir inte synligt i ”fonstret” (som det &r i pa de enklare funktionsrdknarna), utan
man maste se efter i ’SET UP” (Casio) respektive "MODE” (Texas Instrument) vilken
vinkelenhet som é&r instélld.

1.2 Triangelsatserna

Vinkelbegreppet kan generaliseras och omfatta bade métt som &r stérre én 360° och matt som
ar mindre d&n 0°. Om man vill beskriva hur vridningsvinkeln 6kar da en fritt roterande axel
snurrar — t.ex. i en bilmotor — kan ju vridningsvinkeln uppga till helt enorma talvirden. Men
fortfarande kan man anvinda sig av de trigonometriska funktionerna for att beskriva i vilket
lage axeln befinner sig i forhdllande till utgdngsvinkeln 0°. I all matematik utgar man vid
vinkelmétning pa roterande system frén riktningen rakt till hdger fran rotationscentrum och
anger sedan vinkeln som positiv da vridningen sker moturs och negativ dé den sker medurs
(kanske inte sé logiskt, men internationellt helt standardiserat och accepterat).

Med sé hir stora eller ’sma’ (negativa) vinklar racker inte de definitioner av de
trigonometriska funktionerna som gavs i tidigare kurs, utan cosinus, sinus och tangens for en
vinkel definieras med utgdngspunkt fran enhetscirkeln.

Nu ér det dags att gora Test 1:1. Om det gar bra gor du studiearbete 1 och skickar till
din lirare, annars trinar du lite mer innan du gor det forsta studiearbetet.



Plats for egna anteckningar och fragor:




Studieenhet Trigonometri

1.3 Trigonometriska formler

Det finns ganska méinga trigonometriska formler i boken. Du bor forsoka lira dig de
vanligaste utantill. T.ex. trigonometriska “ettan”, additions- och subtraktionsformlerna samt
formlerna for dubbla vinkeln:

sin(u + v) = sinu + cosv + cos u - sinv sin 2u = 2-sinu-cos u
. . . 2 . 2
Sin(u -v) =sinu - cosv- cosu - Sinv cos 2u = cos u — sin’u

cos(u +v) =cosu - cosv-sinu - sinv
_ : . . 2 2 _
cos(u-v) =cosu- cosv + sinu - sinv sin‘u + cosu =1

1.4 Trigonometriska ekvationer

D4 du I6ser trigonometriska ekvationer dr enhetscirkeln ett ovarderligt hjalpmedel for att
finna samtliga 16sningar till en trigonometrisk ekvation. Skissa ofta en enhetscirkel pa ditt
kladdpapper och fundera péa vilka vinklar som kan ge ett och samma trigonometriska
funktionsvérde. Tekniken behandlas pa sidorna 60 — 63, ”Trigonometriska grundekvationer”.

Gor nu test 1:2A och fortsiitt framéit i boken om det gick bra.

2.1 Trigonometriska kurvor

Du bor dva att rita ndgra trigonometriska kurvor for hand. Sedan ar det en stor tidsbesparing
om du anvinder din grafritande rdknare eller ett PC-program for att rita trigonometriska (och
andra!) funktionskurvor.

Om man for hand skall rita kurvan till den trigonometriska funktionen:

y=a-sinx+b-cosx ab>0 (1)
Léter det sig goras om man fors ritar funktionen y, =a-sinx och sedan y, =b-cosx i
samma diagram. Da géller forstds att y =y; + y, och man kan konstruera fram den slutliga
funktionsgrafen genom att addera amplituderna frdn y; och y, for att pricka in y.s amplitud.
For grafritaren (minirdknare eller dator) tycks det inte vara ndgon svérighet att rita denna
sinusfunktion pa en gang. Vi kan ocksa ta fram ett enklare funktionssamband fér denna
funktion om vi omvandlar (/) sa har:

y=asinx+bcosx=~a’ +b’ -sin(x+v) dir v:tan_](é) (2)
a

Att detta alltid & mojligt och hur man hirleder sambanden finner du pé sidorna 84 — 85
Sambandet finns ocksé i din formelsamling.

Gor test 2.1A. Gar det bra gor du studiearbete 2 och fortsitter framéat i boken, om det
inte gir bra trinar du mer och tar kontakt med din lirare.



Plats for egna anteckningar och fragor:




Studieenhet Derivator

2.2 Radianbegreppet

Radianer som vinkelmatt ar helt nodvandigt for att kunna berdkna derivator och integraler av
trigonometriska funktioner. Det gamla traditionella vinkelmattet ar ett helt godtyckligt sétt att
indela ett helt cirkelvarv (i 360 delar). Det var praktiskt for forna tiders kalendermatematiker
och astronomer. Radianmaéttet dr faktiskt mer verklighetsférankrat. Man méter helt enkelt
omkretsen pa en enhetscirkel. Eftersom enhetscirkelns radie dr precis » = 1,0 ldngdenheter

blir omkretsen = 2-7rr=2-71,0 =2rx
Vi far alltsa sambandet  360° = 2z radianer eller 180° = rxradianer

Mirk: Du maéste se upp med minirdknarens instéllning nir du omvéxlande rdknar med
grader och med radianer!

2.3 De trigonometriska funktionernas derivator

Att derivera trigonometriska funktioner dr inte sirskilt svart ty: y = sin x har y’ = cos x som
sin "lutningsbeskrivare” och y = cos x har y’ = - sin x som lutningsbeskrivande funktion (=
derivata). Om den trigonometriska funktionen har ett vinkelargument som &r en funktion av
den oberoende variabeln, tillkommer en inre derivata; man tillimpar kedjeregeln.

Exempel I: Derivera funktionen y = cos 3x
Losningen dr y’ = (-sin 3x)-3 = -3sin 3x dér den sista faktorn ”3” ar derivatan av 3x ,; den
s.k. inre derivatan

Exempel 2: Derivera funktionen y = sin (x/3)
cos(x/5)
_catofs),

Losningen dr  y'= cos( % ) é med inre derivatan 1/5

Det ir nu dags att gora test 2:2A i boken.

3.1 Derivator och deriveringsregler

Begreppet "andraderivata" infors hér. Det finns forstds dven tredje- och fjardederivata o.s.v.
av vissa funktioner (exempel: exponentialfunktioner och trigonometriska funktioner har hur
manga derivator som helst! Medan polynomfunktioner bara har s manga derivator som
polynomets grad anger). Beteckningen f'(x) eller y’ respektive f”eller y" hérrér fran Isac
Newton medan beteckningen dy/dx respektive d’y/dx’ hittades pa av W. G. Leibniz. I
matematikkursen C har du lart dig att derivera och i bésta fall forstd vad derivatan kan
anvindas till.

Haér 1 kurs D far du lédra dig resten om derivatornas stora betydelse i matematiken. Framforallt
kan du nu ldra dig hur man deriverar en produkt och en kvot av tva funktioner. Att kunna
metoden med produktderivering &r bl.a. en forutsittning for att kunna 16sa vissa
differentialekvationer (som forekommer i kurs E). Se upp med skillnaden mellan summor av



funktioner och produkter av funktioner. Summor (och differenser) av funktioner ar
latthanterliga, ty varje term kan deriveras respektive integreras var for sig, medan produkter
(och kvoter) av tva funktioner fungerar pa helt annat séitt. Man maste kunna produktderivering
och kvotderivering. Reglerna finns visserligen i formelsamlingar, men man maste §va for att
finna reglerna och forsta tillimpningen av reglerna nar man behdver dem. Andraderivatan ger
dig en snabb och sdker metod for att bestimma extrempunkters karaktir: max-, min- eller
terrasspunkt.

Derivatan av logaritmfunktionen hérleds och tillimpas hiar. Om f{x) = Inx s dr funktionens
derivata f'(x) = 1/x. Det finns ju andra logaritmer dn den naturliga logaritmen, In x. Vi har ju
aven tio-logaritmen, /g x. Hur skall den funktionen deriveras? Med sambandet

(logaritmlagarna!) /g x = X far man (eftersom [n 10 ar en konstant)
Inl0

Dilgx)= D(l”_x) - D(L I x} __{ -D(Inx)= I I__ I  Ala logaritmfunktioner dr
Ini0 Inl0 nl0 nl0 x x-Inl0
"slakt med varandra" och skiljer sig bara med en konstant faktor. Exponentialfunktioner

forhaller sig pd samma sétt.

3.2 Derivator och grafer

Vad siger forstaderivatan om grafen?
Haér fér du ldra dig hur man med hjélp av derivator kan undersdka en kurvas utseende.
Tecknet ( + eller - ) for derivatan f'(x) avgor om funktionen dr vixande (om x okar s& okar

f(x) ) eller avtagande (om x Okar s& minskar f{x) ).

Derivatans tecken Funktionen ér Tangentens riktningskoefficient
positiv vixande positiv
negativ avtagande negativ

For det x dir derivatan f'(x) = 0 har funktionen f{x) en lokal maximipunkt, lokal
minimipunkt eller en terrasspunkt. Genom att undersoka tecknet pa derivatan kring detta
x-viarde kan man ta reda pd vilken typ av punkt det &r.

Teckenvixling Punkt

+0- lokal maximipunkt
-0+ lokal minimipunkt
+0+,-0- terrasspunkt

Da koordinaterna efterfragas for funktionens extremvérden och/eller terrasspunkter gér man
sa har:

e x-koordinaten dr det x for vilket f'(x) =0,

e y-koordinaten dr det védrde du far da du sétter in x-koordinaten i f{x).

Ibland efterfragas funktionens storsta och minsta virde inom ett givet intervall. D& maste dven
f(x) pa intervallgranserna berdknas eftersom dessa funktionsvéirden kan vara storre dn lokala
maxima eller mindre &n lokala minima 1 intervallet.



Vad siger andraderivatan om grafen?
Andraderivatan ger en snabb och ofta sdker metod for att analysera extrempunkternas

karaktér:

Andraderivatan Punkt

f'(x) <0 lokal maximipunkt

f'(x) >0 lokal minimipunkt

f'(x) =0 trolig terrasspunkt. For att vara sdker maste man undersoka
forstaderivatans teckenvéxlingar (se
ovan).

Nir du arbetat dig igenom detta ir det dags att gora test 3:1 och direfter studiearbete 3.

Plats for egna anteckningar och fragor




Studieenhet Derivator

3.3 Fran derivata till funktion

Haér har du god anvidndning av dina kunskaper 1 ”deriveringskonsten”. En primitiv funktion ér
ndmligen helt enkelt den funktion som fanns ”fore” den nu givna funktionen, om man ténker
sig att den senare uppkommit genom derivering av en (primitiv) funktion. P4 engelska kallas
dessa primitiva funktioner for “antiderivative” som tydligt uttrycker att det 4r en omvénd
process till deriveringen (eng. derivative).

Ova flitigt och kontrollera dina resultat genom att derivera din funna primitiva funktion (eller
funktioner). Man fér alltsé inte full visshet om hur den tinkta ursprungsfunktionen sett ut. Det
beror pa att (adderade) konstanter har derivatan = 0 och alltsa ’férsvinner’ vid derivering.
Detta kompenserar man genom att lagga till en godtycklig konstant till den funna primitiva
funktionen for att kunna beskriva alla tdnkbara 16sningar.

Exempel: SOk alla primitiva funktioner till f(x) = cos x
Losning: Fx)=sinx+C dér C ar en godtycklig konstant.

3.4 Integraler

Upplysningstidens kanske storsta matematiska upptdckt var sambandet mellan integraler -
t.ex. arean som avgréinsas av en funktionskurva och x-axeln - och den primitiva funktionen till
den avgrinsande funktionen. Det sammanfattas i den kraftfulla och praktiska formeln:

b
[ f(x)dx=F(b)-F(a)
Formeln har manga tillimpningar.

Pé sidorna 159 — 173 finns gott om dvningar. Du far ocksa léra att en integral kan ha negativt
virde, t.ex. om begransningskurvan ligger under positiva x-axeln. Om man vill berékna (den
vanliga geometriska) arean av ett sdidant omrdde, maste man alltsd byta tecken pa integralens
vérde.

Numeriska metoder

Eftersom ménga matematiska problem innebdr méinga, ldnga och besvérliga berdkningar och
ibland saknar analytiska 16sningar har man stor nytta av datorer som utfor sadant raknearbete.
Hiér beskrivs nagra numeriska metoder for ekvationsldsning och integralberdkning.

Nu ir det dags att gora test 3:2 och studiearbete 4



Plats for egna anteckningar och fragor




Studieenhet Projektarbete

Det sista studiearbetet dr ett sjalvstindigt projektarbete i matematik. Gor néigon eller nigra
av bokens uppgifter i kapitel 4som trining och darefter ett projektarbete som utgor det
sista av kursens fem studiearbeten. Tag kontakt med din larare for att komma dverens om
en lamplig uppgift for dig. Du behover bara gora en av de uppgifter vi foresldr. Projektarbetet
maste vara granskad och godkéind av din handledare, innan du far betyg frén kursen.

Anmail dig till den avslutande examinationen och repetera sedan kursen med hjilp av
lite blandade ovningar.

OBS! Alla studiearbeten skall vara godkéinda innan du kan delta i examinationen!

Plats for egna anteckningar och fragor




